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Elementos formales

para la lógica modificada
y la teoría del desvanecimiento
Anexo nº 1

El cálculo de proposiciones y su modificación

presentados como una teoría 

escrita en un doble sistema generativo.

Proponemos aquí la construcción efectiva de los lenguajes objeto cuyas modalidades de verdad constituye el objeto de nuestro comentario. Se trata del lenguaje L2 y de la teoría T2. Los modificamos para obtener el lenguaje L3 y la teoría T3. La modificación se indica mediante cláusulas suplementarias que vienen a añadirse a las precedentes. Estas cláusulas suplementarias están escritas en caracteres itálicos.
Primera parte

1) Los primeros elementos de los lenguajes
 L2 y L3.
1. Tenemos en primer lugar letras minúsculas cuya serie es enumerable sin que se fije un límite a esta enumeración:

p, q, r, s, t…

2. Después introducimos dos conectores primitivos más uno que no tienen el mismo número de argumentos cada uno :

a. Una negación clásica que es monaria, es decir que se aplica a una sola letra,

se escribe  ( , y la leemos: es falso

b. La disyunción que es binaria, y así pues se aplica de manera no simple a dos letras,

se escribe (  y la leemos: o.

L3                   a’. Otra negación, llamada modificada,

se escribe (  y la leemos: no

3. Finalmente utilizaremos los paréntesis  (  y  ).

Dados estos elementos [caracteres primitivos], proponemos definiciones para su uso.

Llamaremos enunciados bien formados o fórmulas a ciertas expresiones construidas con los caracteres presentados hasta aquí. Estas fórmulas respetan ciertos principios formativos. Estos principios se formulan en el metalenguaje.

2) Los primeros elementos específicos del nivel siguiente de esta descripción, el metalenguaje L3+1.

Repite el primer movimiento por lo que se refiere a su parte específica y contiene la lengua española en esta versión del cálculo. En definitiva este metalenguaje es necesario para la escritura de los principios formativos que dicen cómo escribir los enunciados bien formados. Nos servirá también para escribir los principios deductivos que dirán cómo deducir las tesis de las teorías T2 y T3.

Recurriremos a LETRAS MAYÚSCULAS en L3+1, para anotar los enunciados bien formados; esos enunciados se denominan también las fórmulas de los lenguajes L2 y L3. Esas letras mayúsculas son igualmente enumerables (énumérables) tan lejos como se quiera, decimos que son numerables (dénombrables) :

S, S’, S’’, S’’’,….

3) Escribimos con los elementos anteriores los principios de una buena escritura de los elementos primeros.

Demos ahora los principios formativos de nuestros lenguajes, su número es tres más uno :

(pf0)  Las letras minúsculas
 son fórmulas.

(pf1)  Si S es una fórmula, (¬ S) es una fórmula.

(pf2)  Si S y S’ son fórmulas, (S ( S’) es una fórmula.

(pfm1’) Si S es una fórmula, (( S) es una fórmula.

Entre las fórmulas S del lenguaje L3 podemos especificar las fórmulas del lenguaje L2 que forman parte del mismo, son las que no presentan ningún caso de negación modificada. Anotaremos las fórmulas de L2 mediante las letras P, P’, P’’, P’’’,… hablaremos entonces del metalenguaje L2+1 en lugar de L3+1. Si escogemos situarnos en L3+1 hablaremos entonces de la transcripción propia de L2, se tratará de la escritura de sus propias fórmulas en L3 ya que forman parte de él. 

Definamos abreviaciones estrictas de estos lenguajes que apuntan a aligerar las escrituras en L2 y L3.

Gracias a tres nuevos conectores binarios, reemplazaremos las fórmulas que definen estos conectores abreviadores por las expresiones más simples que los utilizan :

La conjunción           p ( q =def  ¬ ((¬ p) ( (¬ q)).

La implicación          p ( q =def  ((¬ p) ( q).

La equivalencia         p ( q =def  ((p ( q) ( (q ( p)).

Hay un nuevo conector unario en la lógica modificada:

La negación modificada dual       (p  =def  (¬ p ( ¬ ( p) 
.

Disponemos ahora de cuatro conectores binarios [(, (, (, (]. Cada uno de estos conectores binarios [de la lógica clásica] puede ser negado de manera clásica. Los proveemos de una barra solamente en el caso de la negación clásica [la que simbolizábamos por ¬], dan así otros cuatro:

(, (, (, (
Pero en L3 disponemos de tres conectores monarios que son negaciones [la negación clásica (¬), y dos negaciones modificadas (( y (  )].

Demos otro carácter abreviador monario de la lógica modificada ((():

(( p =def (p ( ( -(p) 

y otros dos caracteres abreviadores binarios de esta lógica modificada:

                                                                               ______            
(p(((q) =def ((( (( ( (p ( q) ( (p ( q)

                                          ______

(p ((( q) =def  (( (( ( (p ( q) ( (p ( q)

Introduciremos llegado el caso otros caracteres abreviados, cuando realicemos estudios particulares, en el caso por caso, con el fin de aligerar las escrituras y hacer resaltar mejor los isomorfismos entre las estructuras sintácticas de los enunciados.

No hay inconveniente en considerar que las expresiones abreviadas en sentido estricto son también fórmulas. 

Segunda parte

Debemos pasar a la segunda etapa sin la cual no podríamos hablar de lógica matemática.

Se trata de un segundo sistema formal que es de un orden diferente del anterior, se trata de dar una versión puramente sintáctica, la llamaremos deductiva, de la semántica de este lenguaje. Esto puede hacerse en un cálculo que se parece a una deducción, a menos que no se trate de lo contrario, siendo la deducción intuitiva reconocida como un cálculo.

4) Los elementos siguientes del metalenguaje L3+1
Introducimos un nuevo carácter en el metalenguaje L3+1
Añadimos un carácter que afecta a las fórmulas del primer registro L2 o L3, se escribe en letras mayúsculas. Ese carácter afecta pues a las letras mayúsculas en el segundo registro L3+1 y concierne a la deducción que damos de algunas de esas expresiones con el fin de delimitar las fórmulas necesariamente verdaderas o leyes lógicas, las llamaremos las tesis de T2 o de T3. Hacemos a partir de aquí un amplio uso de letras mayúsculas.

El carácter de aserción (( , que escribe en L3+1 que la fórmula S es una tesis de T3: (( S

Definimos un segundo carácter  propio del metalenguaje L3+1. 

La equivalencia  deductible o válida en L3+1: (((, que indica que la expresión bien formada (S ( S’) es una tesis de T3: S (((( S’. Con el carácter anterior podríamos fácilmente ahorrarnos éste escribiendo en su lugar la expresión (( (S ( S’) que escribe muy bien la equivalencia en cuestión.

Definimos un tercer carácter propio del metalenguaje L3+1
La implicación deductible o válida en L3+1: (( , que indica que la expresión bien formada (S ( S’) es una tesis de T3: S(( S’. Con el carácter anterior podríamos fácilmente ahorrarnos éste escribiendo en su lugar la expresión (( (S ( S’) que escribe muy bien la equivalencia en cuestión.

Cuando decidimos situarnos resueltamente en el lenguaje L3 como metalenguaje L2+1 de L2 podríamos emplear los tres caracteres (( , (((( y ((  en lugar de los que acabamos de introducir en L3+1, pero no lo haremos por el momento. Hacemos otro uso de estos tres caracteres al haberlos construido explícitamente en L3 como caracteres abreviadores.

Nos queda por articular entre sí estos elementos todavía dispersos [independientes, separados] (éparses).

5) Escribimos con los elementos precedentes los principio de razonamiento correctos entre las tesis.

Formulamos para ello principios de deducciones y axiomas que permiten deducir las tesis a partir de esos axiomas.

Se trata del segundo sistema formal del que hablábamos al presentar esta construcción. Los axiomas son las primeras tesis generadoras de las otras tesis, apuntan a no escribir sino tesis producidas según los dos principios de deducciones.

Gracias a estos principios podemos establecer otras fórmulas que tienen valor de tesis. Estos principios se escriben también en el metalenguaje.

Los principios de deducciones son dos, son los mismos en lógica clásica y en lógica modificada: 

(pd1) El modus ponens: si (( S y si  (( (S ( S’) entonces (( S’

(pd2) La sustitución: si (( S  entonces (( (S’| p) S, donde (S’| p) S, es la fórmula obtenida al sustituir en S todas las ocurrencias de una misma letra p de esta expresión por una misma fórmula S’.

Hay que subrayar la diferencia entre los modos de engendramiento de las tesis según estos dos principios.

- Uno despeja una tesis a partir de dos tesis, algunos lo llaman principio de despejamiento [como cuando se dice despejar una incógnita].

- El otro produce una tesis a partir de una sola tesis, tomada como un esquema o un molde sintáctico, sustituye letras por otras fórmulas cualesquiera, a condición de que éstas sean efectivamente fórmulas, es decir enunciados bien formados.

6) Las tesis generadoras de T2, y después de T3 o los axiomas.
Podemos ahora formular los axiomas de nuestras dos lógicas. 

Hay cuatro axiomas para T2 [correspondientes a la lógica clásica]:

(lc1)  (( ((p ( p) ( p)

(lc2)  (( (p ( (p ( q)

(lc3)  (( ((p ( q) (  (q ( p))

(lc4)  (( ((p ( q) ( ((r ( p) ( (r ( q)))

Hay un axioma suplementario para T3 [correspondiente a la lógica modificada]:

(lm5) (( (( p ( (( q ( ¬ q))

Los axiomas son pues cinco para esta teoría.


(lmi) =  (lci) donde i = 1 a 4  aumentados con (lm5).
Con esta última precisión disponemos de manera exhaustiva de los elementos necesarios para nuestras dos construcciones y sus descripciones están así terminadas. Queda servirse de ellas
.

Tercera parte

Precisemos por qué razón un doble sistema formal es consistente, por qué razón es completo. El tratamiento de estas cuestiones está todavía redactado en el metalenguaje.

Consistencia: 

Un sistema axiomático es consistente si y solamente si respeta una de estas tres condiciones:

1 - Ninguna tesis es la negación de otra tesis.

2 - No hay ningún enunciado bien formado reducido a una simple variable proposicional que sea una tesis.

3 – No todo enunciado bien formado es una tesis (o no todos los enunciados bien formados son tesis).

Completud: 

Un sistema axiomático es fuertemente completo si y solamente si al añadirle otras tesis se vuelve inconsistente.

Hay pues tres criterios más o menos fuertes de completud según la consistencia buscada.

El verdadero trabajo del lógico consiste en primer lugar en demostrar que el lenguaje objeto L2 con su teoría T2  es consistente y completo.

Y después demostrar la consistencia del lenguaje objeto L3 provisto de su teoría T3, cuando ésta no es completa según los criterios enunciados más arriba.

Anexo nº 2

Articulación de la sintaxis de L2 y de L3

De los principios formativos, surge un modo de producción de las fórmulas. Podemos descomponer esta relación en una presentación gráfica en términos de árboles.

1) Análisis de cada fórmula mediante un árbol
.

Hay, en el lenguaje de la lógica, un primer sistema formal puramente gramatical donde se dan los términos primitivos y los principios de formación de los enunciados. Esto nos conduce a la noción de enunciados bien formados o fórmulas de nuestro lenguaje objeto.

Los principios formativos pueden ser transcritos en células elementales de grafos. Componiendo así estas células elementales, formamos árboles, con el fin de simular la producción de las fórmulas y con el mismo gesto obtener un análisis sintáctico de esas fórmulas. Este análisis nos servirá a continuación.

Retomemos los tres principios formativos del cálculo canónico clásico de las proposiciones y traduzcamos estos principios mediante porciones de grafos con el fin de describir las fórmulas mediante un árbol
.
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Tomemos un ejemplo con el fin de ejercitarnos en la composición de estos árboles sintácticos. Sea (¬ p ( q )
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Y otro ejemplo más largo. Sea (¬ p ( (¬ q ( p))
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Constatamos que el extremo final de cada rama de este tipo de árbol está ocupado por una simple letra minúscula, y debemos procurar proseguir el análisis hasta ese punto.

A cada fórmula está asociado un cuadro que valdrá para su última columna.

2) Longitud de los enunciados
El análisis en árbol de un enunciado permite definir los pisos o niveles del mismo. Llamaremos longitud del enunciado al número de pisos del árbol resultante de este análisis.

Demos el ejemplo del análisis del enunciado abreviado (p ( q) o sea el enunciado explícito siguiente.

¬ ( ¬ ( ¬ p ( q ) (  ¬ (p ( ¬ q))

cuyo árbol sintáctico despliega el análisis que permite la numeración siguiente.
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Si convertimos en índices los números que hemos hecho figurar en el margen de cada una de las líneas del árbol de nuestro ejemplo, este se escribe entonces:

¬ ( ¬ ( ¬ p ( q ) (  ¬ ( p  (  ¬ q ))

 
                                5    3   1  0 2 0    4  3    0  2   1 0

Y decimos entonces que tenemos un enunciado de longitud 5

Anexo nº 3

Demostraciones en topología del sujeto
Podemos dar una interpretación semántica, en términos de tablas a nuestra lógica modificada, como acabamos de hacerlo para el cálculo de proposiciones no analizadas de la lógica canónica clásica.

Con el fin de formar su convicción, gracias a la validez, el lector principiante puede formar entonces las tablas de verdad de las expresiones que le proponemos en el texto, así como puede hacerlo para seleccionar las tesis y verificar que se trata efectivamente de tautologías.

De manera equivalente, puede trazar esquemas a la manera de Euler-Venn, son traducciones, equivalentes de manera estricta, a las tablas de verdad. Y no son más que esto.

Subrayemos esta etapa como una forma de razonar en lógica sobre dibujos. Ella puede ser prolongada por una reflexión que nos conducirá a la topología de los objetos elásticos (Grafos, superficies, nudos).

Pero el lector principiante puede querer también apreciar la actividad del lógico matemático probando por si mismo cual es su acto. Para eso le proponemos establecer las tesis por un método de demostración que remite a las demostraciones en lógica canónica clásica.

El método de doble trivialización de A. Van Bellingen

1 - método

Comencemos por enunciar el método de doble trivialización.

En presencia de una fórmula de la lógica modificada, es necesario y suficiente retranscribir  dos veces el enunciado en cuestión. Cada retranscripción de la fórmula se hace siguiendo el árbol sintáctico que describe la longitud del enunciado (ver anexo nº 2).

(a) una primera vez reemplazando 

- cada ocurrencia de la primera negación modificada ( p por la negación clásica ¬ p

y 

- cada fórmula parcial que comience por la segunda negación modificada (p  por un signo que connote lo falso (p ( ¬ p), que escribiremos aquí (.

(b) una segunda vez reemplazando

- cada fórmula parcial que comience por la primera negación modificada ( p por un signo que connote lo falso (p ( ¬ p), que escribiremos aquí (,

y

- cada ocurrencia de la segunda negación modificada (p  por la negación clásica ¬ p.

La fórmula de la lógica modificada puesta a prueba será un teorema de la topología del sujeto, si y solamente si los dos enunciados retranscritos son teoremas de la lógica clásica.

El enunciado del método está ahora terminado.

Por comodidad, aconsejamos al lector que se ejercite en trazar el árbol sintáctico de algunas fórmulas de la lógica modificada y empezar, con el fin de obtener las retranscripciones (a) y (b), por recorrer este árbol por abajo cuando se sustituye una negación [modificada] por la negación clásica, y por arriba cuando se sustituye una fórmula parcial por lo falso en tanto ella empieza por una de las dos negaciones modificadas.

De esta manera una sola reduplicación del árbol es suficiente para cada una de las retranscripciones, y se puede señalar que ella produce vastos cortes en el grafo de este árbol, a la manera en que Freud trata de las redes neuronales en El proyecto de una psicología científica
.

Demos un ejemplo con el fin de demostrar la validez del enunciado:

[(( ((p ( p) ( p) ( ((p ]

He aquí su árbol:
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He aquí las retranscripciones siguiendo los dos protocolos que parten desde abajo del árbol
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Las dos expresiones son tesis clásicas:

a) [((¬( ( p) ( p) ( ¬(], vale por (( ¬( ( p) ( p) o sea (p ( p)

si sustituimos aún (p ( ¬ () o (¬ ( ( p) por p.

Ahora bien (p ( p) es una tesis clásica (Haga su tabla si lo duda).

 b) [(( ( ( p ) ( p) ( (], vale por [¬ ((( ( p) ( p)] o sea [¬ (¬ p ( p)]

si sustituimos todavía (p ( () o (( ( p) por ¬ p.

Ahora bien [¬ (¬ p ( p)] es una tesis clásica (haga, aquí también, su tabla si lo duda)

2 – Despliegue del método

Éste método es la traducción en el metalenguaje de un teorema de la lógica modificada.

Consiste en añadir como método un principio suplementario a los principios demostrativos dados en la definición de la teoría (como el modus ponens es él mismo la transposición de un teorema de la lógica clásica)

(( ( ( p ( ( p ( q)) ( q)

Este método descansa en la expresión siguiente, llamada de las dos dobles trivializaciones inversas la una de la otra:

Si ((p entonces (( q ( ¬ q)  y ¬(q

y si ¬ ((p entonces ¬ ( q y ((q ( ¬ q)

y (((p ( ¬ ((p)
que es la traducción de la tesis de las dos dobles trivializaciones

Tdt: (( [ ((p ( ((( q ( ¬ q) ( ¬(q)] ( [¬ ((p ( ( ¬ ( q  ( ((q ( ¬ q))] ( [((p ( ¬ ((p])

donde vemos bien que la negación no es estrictamente identificable sin negligencia grave con el valor de verdad identificado por el falso necesario de las antilogías.

Retorno a los métodos de la lógica

El empleo de semejante método de demostración a partir de su teorema plantea un doble problema que está al principio de lo que mostramos y discutimos como el envite de la lógica y de la doctrina de la verdad.

En primer lugar hace uso de la transcripción de una fórmula del lenguaje objeto escrita en letras minúsculas con los conectores lógicos, en una expresión del metalenguaje escrita en letras mayúsculas con conectores escritos en la lengua del comentario.

En segundo lugar hace pasar en el metalenguaje mismo, una fórmula precedida del signo de aserción (( P en un enunciado sin indicaciones suplementarias P.

Este empleo hace pues un fuerte uso de la asimilación

(( P = P

en el metalenguaje y del recurso a la presentación de una teoría escrita en un lenguaje objeto en un cálculo de las fórmulas en el metalenguaje.

Estamos justificados en aplicar semejante método ya que hemos dicho que hacíamos lógica en el metalenguaje como eso se hace corrientemente en matemática. Esto con el fin de no sobreañadir metalenguajes a los metalenguajes. Pues una doble articulación de estas jerarquías de lenguaje es suficiente para nuestra demostración si se sabe que la pulsación de la estructura se repite en cada nivel.

J. M. Vappereau

Plaisance, 30 de agosto de 1993

� Las cláusulas corrientes, en escritura normal, definen L2 . Las cláusulas escritas en itálica conciernen exclusivamente a L3 y están señaladas por su sigla: L3 .


� Debe hacerse claramente la diferencia entre lenguaje objeto y metalenguaje y sobretodo aquí cuando vamos a construir un lenguaje L3 que integramos al metalenguaje de un duplicado L3-1 de la lógica canónica clásica L2. Esta construcción necesita un metalenguaje L3+1. Si consideramos los lenguajes L2, L2+1, L3, L3+1, hay dos tipos de letras mayúsculas. Y decimos de un letra mayúscula de L2+1 que es una fórmula de L2, y de una letra de L3+1 que es una fórmula de L3.


� [N del T] Es decir usarlas interpretándolas como leyes de los modelos teóricos que las satisfacen.


� Un árbol es un grafo conexo del cual es suficiente retirar una arista para que devenga no conexo. Dicho de otra forma, no hay ciclo en un árbol.


� S. FREUD Los orígenes del  psicoanálisis. Fragmentos de la correspondencia con Fliess (1950 [1895]), en particular las figuras 1, p. 242; fig. 2, p. 245; fig. 3, p. 246; fig. 11 p. 293; y también Proyecto de una Psicología, fig. 13, p. 360; fig. 14, p. 369; fig. 16, p. 402, en A., vol. I.    





NOTAS DEL TRADUCTOR


� Se leería, de acuerdo con las definiciones anteriores, así: “es falso que p y es falso que no p”.





� (( p se definiría entonces, y así pues significaría: “p es equivalente a ((): no (() ‘es falso que p y es falso que no p’ ((   ) ”.





